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REGOLARITA' MICROLOCALI ED ITERATI DI OPERATORI 


In questo seminario verranno presentate alcune generalizzazio- 
ni del "teorema degli iterati" di Katake-Narasimhan che hanno portato în 
teressanti sviluppi nell'analisi microlocale delle singolarità di una di 
stribuzione. 

I primi risultati in tale direzione sono stati ottenuti da Bol 
ley-Comus-Matterà [11], i quali hanno introdotto la nozione di "fronte 
d'onda rispetto gli iterati di un operatore P e la classe di Gevrey gn, 

Cominceremo col richiamare, anche se ben nota, la definizione 


di funzione Gevrey. 


. Definizione. Sia N un sottoinsieme aperto di R", 6> 1; ge (9, 3-++»9n) € u; 
min q,= 1. Una funzione u indefinitamente differenziabile in 2 appartie 
Isisn ne alla classe di Gevrey 6990) se per ogni compatto K C 9 esiste 
una costante CK tale che: 
sup |D°u| < CK (c, < Dn 9 pTy 99? ; ae 
k + 
Os equivalentemente, per noti teoremi di immersione: 


(1) ip°ul sò ai 


n 
12 (K) < cplcx <a, q> ) a€eZ,» 


Se q; = 1 per j = 1,...,n, scriveremo 6° (9) in luogo di 


(2). Chiaramente cla) = A(9), lo spazio delle funzioni anali 


‘ 
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tiche in 2. 

Supporremo che le componenti di q siano razionali. Allora q si 
potrà scrivere nella forma: q = RERIEORE con "; E LZ» m = minimo co- 
mun multiplo dei numeratori dei dj 

Gli spazi a possono essere descritti utilizzando la trasfor- 


mata di Fourier. Si ha infatti la seguente: 


. Proposizione. Sia u D'(9). Allora u € G°9 in un intorno di un punto 
Xo € 92 se e solo se esiste un intorno U di x ed una successione {uy} 1a. 


mitata in E'(92) tale che: 


u, = U in U, NetiaZagga 


(2) [ay(o] < c(e N°/1E17" HO net: i CERM, 


n 
dove C è una costante positiva, Il, = + ep e ù è la trasformata 
di Fourier di u. sr 
Nel caso q. = i de 1, sf la (2) Si scrive: 
x lo) N n 
(205) lay (e) | < C(C N /|E]) Nite E e R\{0}. 


Se u non appartiene a G°(V) per un qualche intorno V di un pun 
to a si possono ottenere delle informazioni sulla struttura delle sin- 
golarità di u in xo, esaminando le direzioni nelle quali (2') non è sod- 
disfatta. 

Ciò porta alla seguente definizione del fronte d'onda MF_(U) di 
unispetto alla classe di Gevney GO: 
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3. Definizione. Sia u € D'(9) ed ta, E)egx RMto}. (x°, £°) é MF_(U) se 
esiste un intorno aperto U di x contenuto in 2, un intorno conico aperto 
T di p contenuto in R"{0} ed una successione {uy} C E'(9) tale che: 
i) uy = U in U, N= 12 
ii) {uy} è limitato in E'(9) 
iii) Jay(e)] < c(c x°,j£)" eta get 


dove C è una costante positiva. : 
Se P(x, D) è un operatore differenziale lineare di ordine m a 
coefficienti in G°(9), si definisce lo spazio 6°(9; P) dei vettori Ge- 


vrey di ordine o di P nel modo seguente: 


/ 


4. Definizione. Sia u € D(N), o > 1, SER. UE 6 (9: P) se per ogni compat 


to K C 2 esiste una costante Ck tale che: 


ieNul TUA pogm N Redi 


HS(K) S 


dove H° denota l'usuale spazio di Sobolev di ordine s e pl l'N-mo itera- 


to di P. Si pone poi: 


6°; P) = U 69; P). 
seR 5 


Per gli spazi 6° (a; P) si ha una caratterizzazione analoga a quella data 


sopra per le classi 6° (9) (v. Proposizione 2). Si ha infatti: 


5. Proposizione. Sia u € D'(2) ed x° e 9. Esiste un intorno V di x° tale che 


u € 6° (V; P) se e solo se esiste un intorno U di Pa U CC V, ed una suc- 
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cessione {fy} C E'(V) tale che: 
fu= Pa in U N dî 
(3) If ci et el dio el, 


dove C > 0 ed ME R sono costanti opportune. 

Se u non appartiene a 6°(V; P) per un intorno V di x° si posso 
no ottenere informazioni sulla singolarità di u in x° esaminando le dire 
zioni per le quali (3) non è soddisfatta. Ciò conduce alla seguente defi 


nizione di fronte d'onda rispetto a 6° ed agli itenati di P: 


. Definizione. Sia u € D'(2), (x°, #9) EX RM {0}, P un operatore di ordi 
ne m a coefficienti in Q. (x, e è nel complementare del fronte d'onda 
MF_(U; P) di u rispetto a G° ed agli iterati di P se e solamente se esi- 
ste un intorno aperto U di x, un intorno aperto conico T di e” contenu- 


to in R"{0} ed una successione {fy} CE'(2) tale che: 


j) fx = pi in U 


ji) Io] < eten + Ep, N-0,1,... ,  ger 


A 1A M £ 
ii [FO < ce 9) 1 € Je)", 150, EL 
dove M € R e C > 0 sono costanti opportune. 


Per le proiezioni di MF_(U) e di Me_(4s P) su9 si prova la se 


guente: 


. Proposizione. La proiezione di MF (U) su 2 è il complementare in 2 del 


più grande aperto Q' C 2 tale che u € G°(a'). Analogamente, la proiezio- 
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ne di Me_(Us P) su9 è il complementare del più grande aperto 2' C 9 ta 
le che u € G°(9'; P). 
Le relazioni che intercorrono fra MF_Cu) e MF_ (4; P) è stabili 


to dal seguente: 


. Teorema [11]. Sia u € D'(£) e P un operatore differenziale a coefficienti 


in 6°(9). Allora: 


(4) MF_(U; P) C Me_(P u) C MF_(U) 
Inoltre: ° 
(5) WF_(U) CHF _(u; P)UT(x,E) EL x R(0} è P_(x,E) = 0}, 


Pi 
ia 


dove Bi è la parte principale di P. 

Il teorema 8 è stato provato da Bolley-Camus-Matterà per clas- 
si più ampie delle classi Gevrey: le classi ch di funzioni quasi analiti 
che e non quasi analitiche, per la cui definizione si può ad esempio ve- 
dere [16]. In [10] poi Bolley e Camus hanno ulteriormente approfondito 
l'indagine microlocale. 

Per le classi di Gevrey anisotrope 6990) è stato provato un ri 
sultato analogo al teorema 8. A tale scopo sono stati definiti, modifican 
do opportunamente le definizioni 3 e 6, il fronte d'onda MF, (u) di uri- 
spetto la classe al il fronte d'onda MF g(0: P) di u rispetto a so 


ed agli iterati di PÈ “. Il risultato ottenuto è il seguente: 


(1) Per le proiezioni su9 di WFog(u) e di WFgg(lU; P) vale una Proposi- 
zione analoga alla 7. 
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9. Torema [25]. Sia u € D'(9) e P(x, D) un operatore e coefficienti in 69% 0), 


10. 


o > 1. Allora: 
(6) ME ia P) C MF gfPu) € HF gi) 
(7) WFgl!) E WFog ll: PIU T(x,E) € 2 x RO}: POE) = 0}, 


dove Po E) è la parte di P(x, E) q-omogenea di grado massimo. 


Da (6) e (7) segue subito: 


Corollario. Con le notazioni del Teorema 9: 


(8) Fal) C WF a (PU UTME) € 9 x R"{0}: P_{xsE) = 0}, 


risultato che può riguardarsi come la versione microlocale di un noto 
teorema di regolarità Gevrey per le soluzioni di un'equazione quasi-el 
lettica [22]. 

Se 9; = 1 perj=1,...,n, (6) e (7) si riducono a (4) e (5) 
rispettivamente, mentre (8) ridà il teorema di regolarità di Hòrmander 
[165 


MF_(u) CHF (Pu) U{(x,E) € 2 x RO}: P_(x,E) = 0}. 
o (o) i m 


Esempi, anche molto semplici, di operatori consentono di verificare che 


(7) può fornire, circa la regolarità Gevrey di una distribuzione, infor 


È - d d 
mazioni più complete di quelle fornite da (5). Ad esempio, se Bait P 
à dx 


e q= (1,2), da (7) segue: 


(9) MF, (u) C WF (uz P); 


(1,2) 0(1,2) 
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mentre da (5) si ha: 


(10) WF_(u) CWF_(u; P)U{(K,t; 0,1) i (x,t) € R, 1 E R\{0}}. 
3° d 
Pertanto se gs splu = 0 la (9) assicura che MF (1,2)! = 9, mentre 


xo. : È ; dro 
la (10) non fornisce nessuna informazione circa la regolarità Gevrey lo 
cale di u. 


Per proiezione su 2, da (6) si deduce, quale che sia P: 
G°I(a) c 6% 9; P). 


Supponiamo P q-quasiellittico in 92; ciò è quanto dire che P si 


lascia scrivere nella forma: 


LI i 
P(x, DD) = 0 a.) D° xeQ Ì 
<a, Q>=m 
e verifica: 
È a_ (x) E # 0 v(x, E) A x RO). 
<o.,g>=M 


Allora da (6) e (7) si ottiene: 
MF gl) = MF gli P) 
e, per proiezione su Q: 


6° A) = 6°%9; P). 


La definizione di c°Nq; P) coincide con quella di G°(9; P) (Definizione 


Ti, 
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4) qualora si ponga in luogo di m, il q-grado di P(x, E). Poiché per un 

‘operatore q-quasiellittico il q-grado è uguale al grado, si ha 

Co) 
( 


6° A; P) = 6° (a; P) e quindi: 


Teorema [23], [24]. Se P(x, D) è q-quasiellittico ed ha coefficiente in 
c°A 0), allora; 


6° (2) = 6% (9; P). 


In particolare se q; = 1 per j = 1,...,N, Si riottiene il "teorema degli 


iterati ellittici" di Lions e Magenes: 


12. Teorema [18]. Se P(x, D) è ellittico in £ ed ha coefficienti in 69), 


G$ 1, allora: 


6° (9; P) = G°(2). 


Questo con o = 1 non è altro che il ben noto teorema di Katake-Narasimhan: 


13. Teorema [17]. Se P(x, D) è ellittico in 9 ed ha coefficienti in A(9); al- 


lora: 


I Teoremi 11, 12 e 13, che abbiamo qui ottenuto come corollari 
del Teorema 9 sono stati provati indipendentemente dalla nozione di fron 


te d'onda, con dimostrazioni che seguono le linee del primo di essi: quel 
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lo di Katake e Narasimhan. Tale teorema ha avuto molte altre estensioni 
oltre quelle sopracitate: è infatti stato esteso ad operatori pseudodiffe 
renziali [13], a certe classi di operatori ellittici degeneri [2], [4], 
[6], a classi di operatori ipoellittici [8], a campi di vettori [21], 
[14], a sistemi di operatori [9]. Le applicazioni vertono sulla teoria 
spettrale [1], [5], sull'approssimazione polinomiale di funzioni C° ed ana 
litiche [3], su diseguaglianze di tipo Bernstein [7], su teoremi di rego- 
larità analitica e Gevrey [20], [3a [51h 

E' stato poi anche studiato il problema di determinare in quale 
misura l'ipotesi di q-quasiellitticità è necessaria all'inclusione 
6% (9; P) CGA). Esso appare completamente risolto nel caso o > 1. Si 


ha infatti: 


. Teorema 24 . Sia o > 1 e Pa coefficienti in G°%2), > s > 1. Allora: 


(11) 6°(9; P) = 6° (9) + P q-quasiellittico in 9. 


La (11) nel caso d; = 1 per j = 1,...,n è stata provata da Metivier [20]. 

Seo =1e LE = 1 per j = 1,...,n, vari esempi consentono di provare che 

l'implicazione è falsa. Un esempio particolarmente semplice è fornito dal 
d 


î d d 
1 t d pied gta =" |a 2 
operatore di Legendre: P aaa misi] 1:00 Dunque 


G'(a; P) = A(A) # Pellittico ina. 


Baouendi e Metivier [8] hanno poi provato che si ha: 
1 È 
(12) G (9; P) = A(9) 
(1) 


per ogni operatore P di tipo principale ipoellittico. 


(1) Un polinomio P(x,€) dicesi di tipo principale in 9 se la sua par- 


te principale Py(x,E) verifica: 
i n. 
IPn06E)] +)0 La (x,E)] #0 (x3E) E 2 x RO}. 


j=1 j 
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La validità di (12) percerti operatori ellittici degeneri in 
un dominio £ chiuso e limitato è stato provato da Baouendi-Goulaouic- 
-Hanouzet [2], [4], [5]. Essi considerano un operatore P di ordine 2 in 
un aperto Q limitato e con frontiera regolare a tratti; P è supposto el 
littico in Ò, degenere di ordine 1 su 9 2 in direzione normale, ed appare 
come una generalizzazione dell'operatore di Legendre. I sopracitati auto 
ri provano allora che i vettori Gevrey d'ordine o di P coincidono con cer 
ti spazi che risultano di interpolazione fra C°(9) ed A(Q) e che per 0=1 
coincidono con A(9). 

Completamente aperto appare il problema degli iterati per ope- 
ratori quasiellittici degeneri. 

Sono infine da citare alcuni risultati che caratterizzano le 
funzioni Gevrey anzicché mediante valutazione degli iterati di un opera- 
tore, mediante valutazioni di polinomi omogenei, non commutativi, di cam 
pi di vettori analitici. 

Sia X = O STEZZELIO un sistema di campi di vettori reali a coef 


ficienti analitici definiti in un aperto Q di R". Si pone: 


XX si o; CAI; saspl, as (0,3+++30); |a] =1 
az 1 

e si indica con 6°(9; X), o > 1, la classe delle u € C°(9) tali che per 
ogni compatto K C 9 esiste una costante Ck > 0 per la quale riesca per 

ogni a: 


ce. 


a 
Ix°ul L2(K) K 


Se p=n ed i campi Xi sono linearmente indipendenti in ogni punto di ®, 
si dice che il sistema di campi è ellittico. 
In un lavoro che risale al 1960, quindi precedente il teorema 


di Katake-Narasimhan, Nelson [21] ha provato: 
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15. Teorema. Se X = (Kan) è un sistema di campi ellittico in 92, allora: 
c' (9; x) = AQ). 


(Nel caso che X; = il teorema ridà la definizione di A(9)). 


dx 
In [13] Damlakhi ha dimostrato il teorema più fine: 


16. Teorema. Sia Ka) un sistema di campi ellittico in 2 e sia ueC' (9). 


Le condizioni seguenti sono equivalenti: 


i) u € A(9) 


ii) per ogni compatto K C 9 esiste una costante CK > 0 tale che per 


j = 1,...,N e per ogni h: 


< i h 


h 
LA ul L2(K) k 


I 
Quando x; = 50» il teorema è dovuto a Browder [12]. 

DamlJkhi stesso ed Helffer [14] hanno poi considerato il pro- 
blema degli iterati per un sistema non ellittico di campi esaminando se 
il Teorema 15 rimane valido per un sistema di campi Aya ssa che verifi 


ca la condizione di Hòrmander: 


(C.H.), i campi Xi ed i loro prodotti di Lie di ordine < r generano in 


ogni punto x lo spazio tangente LF Q. 


Il risultato ottenuto fornisce una risposta positiva nel caso 
in cui i campi Xi generano un'algebra di Lie stratificata, nilpotente 


di rango r, cioè un'algebra G che ammette la decomposizione: 
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con [G,» 6; “16,60 Petfal. Sdi <a [G,» G,] = 0. Si ha infatti: 
17. Teorema. Se Xe, verificano (C.H.), e generano un'algebra stratifica 
ta di rango r, allora; 
eSca; x) c el*l8 "a, s>1 


(Quindi per s = 1, cla, X) C A(9)). 
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